Heinr:ich Burger

ARGUMENTIEREN IM MATHEMATIKUNTERRICHT

1. £in Beispiel fur unterschiedliche Schileraktivitdten zu einem Thema

des Mathematikunterrichts

In die Lehrplane fir die Oberstufe der allgemeinbildenden hoheren Schulen
von 1967 wurde erstmels die Behandlung von Vektoren aufgenommen; seither
ist auch die Parameterdarstellung einer Geraden ein Thema des Mathematik-
unterrichts. Spezielle Lernziele zu diesem Thema sind in den Lehrplanen
bisher nicht angefiihrt. Aus Lehrbichern kann geschlossen werden, daR

die Schiler hauptsdchlich Parameterdarstellungen von Geraden, die auf
verschiedene Weise gegeben sein konnen, ermitteln sollen und Parameter-
darstellungen zum Ldsen von geometrischen Problemen, beispielsweise

zum Berechnen von Schnittpunkten, verwenden.

Diese Tétigkeiten des Ermittelns und Anwendens konnen als spezielle Auspri=
cungen des Verstandnisses fiir die Parameterdarstellung einer Geraden
angesehen werden. Es stellt sich die Frage, ob das Verstdndnis auf diese
Formen beschridnkt bleiben soll oder ob nicht ein erweitertes Verstandnis

im Unterricht angéstrebt werden soll, das etwa beim Bearbeiten der folgenden
Aufgebe nachgewiesen werden kann.

C1 Die Paremeterdarstellung der Geraden g durch die Punkte A = (g) und

B = (‘2) st X = (g) + t.(f).

a) Beschreibe den Zusammenhang zwischen dieser Parameterdarstellung
und der Geraden g. (Inwiefern wird die Gerade g durch diese Para-
meterderstellung erfaBt?)

b) Begrinde die in a) gemachte Aussege.

LCsung:

2) Fir jede reelle Zahl t erhdlt man einen Punkt X von g (genauer: die
Koordirieten eines Punktes X).
st umgekehrt X ein Punkt von g, dénn gibt es eine reelle Zahl t,

€
c0dsd X = (g) + t.(?).
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— et e — g
b) Mit AB = B-A gilt: X = A+ t.AB AX = t.AB. N
Daraus erkennt man: " j
Fir jede reelle Zahl t sind die Pfeile AB und M :

AX parallel; da sie den gleichen Anfangspunkt
A haben, liegen A,B,X auf einer Geraden, also

>

liegt X auf g.

Ist umgekehrt X ein Punkt von g, dann liegen
A,8,X auf einer Geraden und es gibt eine reelle -
Zah]l t, sodaB AX = t.AB.

Bei dieser Aufgabe stehen nicht das Rechnen, das Einsetzen in Formeln
oder das Anwenden von Verfahren (wie z.B. das Losen einer Gleichung) im
Vordergrund. Vielmehr missen Schiler, die diese Aufgebe besrbeiten,
Zusammenhinge beschreiben, argumentieren und logisch prézise arbeiten
(Unterscheiden zwischen einem SchluB und dessen UmkehrschluB).

Diese Tatigkeiten sind spezielle Formen der in der Bilduncs- und Lenreufgabe
der Mathematiklehrpline von 1985 angefiihrten mathematischen Grundtatigkeiten
"Darstellen und Interpretieren” sowie "Argumentieren und exzktes Arbeiten”,
die allgemeine Lernziele festlegen. Aufgabe 01 kann somit 2ls ein Beitrag

zu diesen Zielsetzungen angesehen werden. '

Ahnlich wie hier am Beispiel der Parameterdarstellung gezeiglt wurde, kénnen
bei fast allen Themen des Mathematikunterrichts durch entsprechende Aufgaben-
stellungen recht unterschiedliche Tatigk.eiten der Schiller zu verschjecenen
allgemeinen Lernzielen initiiert werden. Doch ergibt sich vorerst die Frage:
Welche Grinde sprechen dafir, diese Ziele zu verfolgen? Diese Frege soll im
folgenden fiir das Argumentieren im Mathematikunterricht untersucht wercen.

2. Warum sollen die Schiler im Mathematikunterricht érgumentieren

2.1 Arqumentieren kann Verstandnis férdern

Einen Sachverhalt, insbesonders einen Begriff, zu verstehen, kann v.a.
bedeuten:

- ihn in verschiedenen Formen darstellen bzw. beschreiben kénnen,

- Beispiele, Gegenbeispiele angeben kénnen, Anzlogien aufzeigen konnen,
- ihn anwenden konnen,

- Beziehungen zu anderen Sachverhalten (Begriffen) herstellen konnen.
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Verstandnis fir einen Sachverhalt kann sich in der Fahigkeit duRern,
verschiedene Tatigkeiten in Bezug auf diesen Begriff durchfiihren zu
kdnnen. Jede dieser Tatigkeiten kann als eine Form des Verstandnisses
angesehen werden (Birger 1987).

Fur das Argumentieren ist kennzeichnend, daR Beziehungen zwischen
Sachverhalten hergestellt werden. Beispielsweise werden in der
Begrindung der Aufgabe 01 b) Beziehungen zwischen der Parameterdar-
stellung X = A + t.AB und geometrischen Begriffen (Pfeile, Punkte,
Geraden) und Aussagen Uber diese Begriffe hergestellt. Bei Argumenta-
tionen konnen auf unterschiedliche Weise Beziehungen der zu begrin-
denden Situation mit anderen Sachverhalten hergestellt werden, wie
cas folgende Beispiel zeigt.'

Q2 Begrinde a-b-c = a-(b+c)
a) durch Darstellung mit Strecken,
b) durch einen dazu passenden Text,
c) durch RUckfihren auf Additionen und Rechengesetze fir die
Addition.

Lésung:
b) Aus einem Autobus mit a Fahrgasten steigen zuerst b Personen und
gann ¢ Personen aus. Die Zahl der verbleibenden Fahrgéste bleibt
cie gleiche, wenn gleichzeitig (b+c) Personen aussteijgen.
C) x = (&-b)-C e c+x = a-b <>b+(c+x) = a <> (b+c)+x = 3 <> x = a-(b+c)

In dieser Aufgabe wird die betrachtete Formel in a) mit einer geome-
trischen Situstion, in b) mit einer auBermathematischen Situation,
in ¢) mit Rechenregeln in Beziehung gesetzt.

Cieses Beispiel zeigt euch, daB fir die betrachtete Formel verschiedene
Formen ces Verstindnisses bestehen konnen. Je mehr Formen von Versténdnis
ein Schiuler nechweisen kann, umso tiefer k&nn sein Versténdnis bezeich-
ret wergen.

Becrindungen kérinen auch als Erklirungen angesehen werden, vor allem

Zern, wenn £eziehungen zu vertrauten Vorstellungen hergestellt werden,
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wie dies in 02 a) und b) geschehen soll. In der folgenden Aufgabe soll
die Division durch eine Bruchzahl durch Deuten des Dividierens als
"Enthaltensein” erkldrt werden.
03 Warum gllt 3: 2" 6? Warum gxlt a:% = a.n?
Losung: 3: 7 = z bedeutet: ? z = 3. Nun ist %.6 = 3, also 2z = 3:% =

Ublicherweise werden solche Erkldrungen durch den Lehrer gegeben; u.U.
bewirkt dies bei Schiillern nur eine bloBe passive Kenntnisnzhme. Falls
Schiler selbst durch entsprechende Aufgabenstellungen solche Begrindungen
durchfithren und damit Beziehungen herstellen miissen, kann diese aktive
Auseinandersetzung zumindest zu einem gefestigterem Verstandnis fihren.

Bemerkung: Viele Sachverhalte versteht man oft besser, wenn man sie
selbst unterrichtet bzw. jemandem erkldrt hat. Die Aufgebe an Schiler,
anderen Schiilern einen Sachverhalt zu erkléren, kann so zu einem Lern-
gewinn auch fir den Erklédrenden werden.

2.2 Argumentieren kann zu iiberlegtem Arbeiten fihren

Wenn Schiller Handlungen begrinden solleﬁ, insbesondere im Zusammenhéng
mit der Bearbeitung von Aufgaben, so sind sie gezwungen, Zusammenhdnge
und Beziehungen zu durchdenken, Uberlegungen zu prazisieren und darzu-
stellen, wodurch diese Uberlegungen stdrker ins BewuBtsein ricken.
Wenn man solche Begriindungen immer wieder verlangt, kann mén hoffen,
daB Schuler beim Bearbeiten von Aufgaben die dazu erforderlichen Uber-

legungen - auch ohne Verlangen nach Begriindung - bewufter durchfihren.
Dadurch kénnen gegebenenfalls Fehler vermieden werden.

04 Eine Klasse mit 32 Schilern unternimmt eine Autcbusfahrt zum Preis
von 1000 S. Aus der Klassenkasse werden 200 S beigesteuert. Wieviel
zahlt jeder Schiiler? Welche Rechenoperationen muft du ausfihren?
Warum?

05 Das Doppelte einer Zahl ist um 3 groker als die Zahl selbst. Beschreibe
diesen Sachverhalt durch eine Gleichung. Begriinde!

Insbesondere in der Algebra koénnen solche Begrindungen helfen, Fehler

ZU vermeiden.

R S 5 o i ethn b

et et e AT, end i s
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Q6 kirze 5§§35 und begriinde das Vorgehen durch die Kirzungsregel

%4% = g . (Gib dabei an, welche Ausdricke A,B,C entsprechen.)

Die Forderung nach Begrindung zwingt zu einer Konzentration auf die
Rechenstruktur von Zihler und Nenner und nétigt zu einer Umformung
des Zihlers auf die Form A.C. (Voraussetzung fiir eine erfolgreiche
Bearbeitung ist, daB die Schiler gelernt haben, Rechen- bzw. Term-
strukturen zu analysieren.)

Dzs Begrinden bei diesen Aufgaben kann als ein Offenlegen von Gedanken
aufgefaht werden und kann zum Absichern oder als Kontrolle von Tatig-

keiten dienen.

2.3 Argumentieren ist eine fiir die Mathematik charakteristische Tatigkeit.

Ein zentrales Anliegen in der Mathematik ist die Absicherung mathematischer
#.scagen und Handlungen durch Begriindungen. Dies fihrt zur Entwicklung

von Theorien, die deduktive Begriindungen ermdglichen. Die Vermittlung

eines 3ildes der Mathematik, in dem auf diesen theoretischen Aspekt
verzichtet wird, liefert ein einseitiges Bild dieser Wissenschaft.

Schisler, die keine Fihigkeiten im Argumentieren in mathematischen Berei-
chen erwerben, sind in einer mathemztischen Grundtstigkeit nicht aus-
cetildet.

2.4 troumentieren ist eine allgemeine geistige Tétigkeit, die fir viele
S

Leben

- und Wissensbereiche bedeutungsvcll sein kann.

sntsprechend ist ein allgemeines Lernziel der allgemeinbildenden
hzreren Schule und der Hauptschule, daB die Schiler Féhigkeiten im
kroumentieren erwerben collen.

froumentieren kann in verschiedenen Wissensbereichen in unterschied-
lichen Formen erfolgen. So ist auch des Argumentieren in der Mathematik

in cenr spezifischer Form ausgeprdgt, wobei deduktives SchliefBen verbunden
Tit Kliren von Voreussetzungen und Prézisieren von Sachverhalten vor-
nerrechen. Ein Ubertragen dieser Arbeitsweise kenn auch in anderen

Sereichen wertveoll sein.

im Mzihemstikunterricht bestehen vielfdltige Moglichkeiten fir die
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Schiiler, Argumentationen durchzufihren und damit entsprechende Fahig- 1
keiten zu erwerben. Im Hinblick auf eine Anwendung dieser Fahigkeiten %
in anderen Bereichen, sollten im Unterricht auch Grenzen der in der E
Mathematik iiblichen Formen des Argumentierens und Unterschiede gegen-
Uber Argumentationsformen in anderen Bereichen aufgezeigt werden.

Zu bemerken ist, daB auch im Mathematikunterricht Gelegenheiten fur
Argumentationen bestehen, die sich von Zwingenden mathematischen
Argumentationen unterscheiden.Dazu gehdren etwa Begindungen fir die
Verwendung eines bestimmten mathematischen Modells in Anwendungs-
situationen (z.B.: Warum werden in einem graphischen Fahrplan un-
gleichférmige Bewegungen von Zigen als gleichformige Bewegung dar-
gestellt?) oder Begrindungen fiir die Behandlung bzw. Bedeutung ein-
zelner Themen des Mathematikunterrichts.

2.5 Die Bedeutung mathematischer Tatigkeiten und Qualifiketionen
indert sich wegen der Verwendungsmdglichkeiten elektronischer Rechen-

gerate

Taschenrechner schaffen die Mdglichkeit, umfangreiche numerische Rech-
nungen rascher und sicherer auszufihren, als es durch die utlichen
schriftlichen Rechenverfahren erfolgen kann. Damit verliert die Fahig-
keit, langwierige Rechnungen auszufiihren, an Bedeutung, im Gegensatz
zu Fahigkeiten im Kopfrechen und Abschétzen. Neuere Rechengerate sind
auch imstande, Umformungen algebraischer Terme und Formeln, LOsungen
von Gleichungen sowie Differentiationen und Integrationen durchzu-
fuhren. Allgemein kann das Durchfiihren langwieriger, komplexer oder
aufwendiger Verfahren Maschinen iberlassen werden. (Die Beherrschung
einfacher Verfahren und Techniken in der Algebra und Anelysis ist
allerdings - ahnlich wie das Kopfrechnen - weiterhin eine Vcraussetzung
fur verschiedene mathematische Tatigkeiten und gleichzeitig eine
wichtige Form des Verstindnisses. Dariber hinaus konnen einfache
Operationen ohne Verwendung von Maschinen oft rascher durchgefuhrt
werden. )

In dem MaRe, in dem das Durchfithren von Verfahren an Bedeutung verliert
und daher im Unterricht eingeschrénkt werden kann, gewinnen andere
grundlegende mathematische Fahigkeiten (Fdhigkeiten im Problemlésen,




-7 -

im Derstellen und Interpretieren und im Argumentieren), die Maschinen
nicht oder nur in eingeschranktem Mafe zugesprochen werden konnen,
an Bedeutung und kénnen im Unterricht intensiver entwickelt werden.

Bemerkung: Die oben angefuhrten Grinde fur das Argumentieren im

Mathematikunterricht sollten auch mit den Schilern erdrtert werden.
Dadurch kann eine Motivation der Schiler erfolgen.

3. Argumentationsbasis

Wie Aufgabe 02, in der die Begrindung der Formel a-b-c = a-(b+c) ver-
langt wird, zeigt, kann die Begrindung einer Aussage auf verschiedene
weisen bzw. mit verschiedenen Argumenten erfolgen. Auch die Art, wie
aus den verwendeten Argumenten auf die zu begriindende Aussage geschlcs-
sen wird, kann verschieden sein. Die Begindung 02 c) ist deduktiv, aus
Rechencesetzen werden allgemeingiiltige Folgerungen gezogen. Dies
trifft fur c¢ie Argumentation in 02 b) nicht zu, schon allein deshalb
nicht, weil Autobusse nur eine begrenzte Zahl von Fahrgasten aufneh-
men koénnen, die Formel a-b-c = ... jedoch (zumindest) fur alle natir-
lichen Zahlen gelten soll.

Jene Aussagen (Annahmen), die als richtig angesehen und fir eine
Begrindung herangezogen werden, sowie die Art des SchlieBens, mit der
sus ciesen Ausszgen Folgerungen gezogen werden, bilden die Argumenta-
ticnsbasis einer Begriindung (BlUrger 1979).

£in weiteres 2eispiel soll zeigen, wie die Begrindung einer Aussage
mit verschiedenen Argumentationsbasen erfolgen kann.

¢7  lim (2z-1)

G/ 5 1ist zu begrinden.
23

Lecungsmdglichkeiten:

(1) Wenn z —~3 ("z nihert sich unbegrenzt 3"), denn 2.z -6 und
2.2-1 =5 . (Die Argumentationsbasis ist hier etwas verschwommen
und kérnte etwa in folgender formaler Form rekonstruiert werden:
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a) (z—p) = (k.z=k.p), b) (z—+p) = (z-c—»p-c). Diesen Aussagen liegt ein
intuitiver, nicht pradzisierter Begriff von "unbegrenzt ndhern* zu-
grunde.)

(2) Rickfihren auf die Sitze lim z = p, . lim k.f(z) = k.lim f(z) und
Z-p . Z-p Z=p -

lim (f(z)+c) = (lim f(z))+c (die die Argumentationsbasis bilden).
Z»p Z»p

(3) Aus der nebenstehenden Zeichnung [

wird geschlossen: ,
Zu jeder Umgebung U(5)=]5-£,5+£[ gibt .
es eine Umgebung U(3) = )3-§ ,3+5[, USE}
sodaB gilt: - N

X

Yze U(3): f(z)e U(5)

(Zur Argumentationsbasis gehfrt eine
entsprechende Grenzwertdefinition

sowie die aus der Anschauung entnommene

Annahme, daB zu jeder Umgebung U(5) eine 3 5 - -
passende Umgebung U(3) gefunden werden ///r vy
kann.) !

(4) Aus 5-£ < f(2)=22-1 < 5+¢ &> 3-% <z< 3+% folgt die in (3) fermulierte
Ausszge. (Neben der Grenzwertdefinition enth&lt die Argumentationsbasis
nun auch Rechengesetze.)

(5) f mit f(x)=2x-1 ist eine lineare Funktion; lineire Funktionen sind in

R stetig, daher ist lim f(z) = f(p) bzw.lim (2z-1) =5
2P 223

Jede der angefilhrten Begriindungen entspricht der Aufgzbensstellung von C7.
Soll eine Begriindung in einer bestimmten Form erfclgen - worauf men im
Unterricht hiufig Wert legen wird - muB den Schilern cie Argumentations-
basis vorgegeben werden, etwa durch Formulierungen wie'Begrinde unter
Verwendung von Sétzen Uber Grenzwerte" oder "Begrunde durch Veranschau-
lichung der Grenzwertdefinition".




Eine sclche zusatzliche Angabe der Argumentationsbasis kann entfallen, wenn
den Schulern klar ist, welche Argumentationsbasis sie verwenden sollen,
etwa weil sie im Unterricht bereits analoge Aufgaben geldst haben.

4. Arqumentieren und exaktes Arbeiten

Die Losungen der Aufgabe 07 (und ebenso die Losungen von 02) unterscheiden
sich voneinander auch durch ihre Exaktheit. Beispielsweise ist die Losung
(1), die mit dem nicht klar definierten Begriff "Unbegrenzte Naherung" und
mit nicht klar formulierten Satzen arbeitet, weniger exakt als die LOsung
(2) oder die Losung (4). Exaktere Argumentationen erfordern praziser for-

mulierte Begriffe und Voraussefzunggn.

Vielfach entstehen beim Argumentieren bzw. bel mathematischen Tatigkeiten,
denen unausgesprochene Argumentationen zugrunde liegen, Probleme, weil
Begriffe cder Vorgusseizungen nicht exzkt genug gefaBt cind.

Ein Beispiel dazu: In einer Unterrichtsstunde sollten Schiler (in Gruppen-
erbeit) aus Papier ausgeschnittene Vierecke aufgrund ihrer “"form" klassifi-
zieren, indem sie Vierecke "gleicher Form” jeweils in ein Kuvert geben soll-
ten; auBerdem sollten sie ihre Entscheidung begriinden. Da die Begriffe
"Form" bzw. "gleiche Form" nicht weiter prézisiert worden waren (Begriffe
wie "Trepez", “Rhombus" u.d. waren den Schilern nicht bekannt), begrindeten
Cie Schiiler ihre Entscheidungen beispielsweise durch Feststellungen, daB
die Vierecke eines Kuverts "dachformig" oder "drachenformig" seien. Bei der
Klassifikation ergaben sich gelegentiich Schwierigkeiten, weil die Schiler
keine prézisen Kriterien kennten, um entscheiden zu konnen,ob ein Viereck
dachférmig ist oder nicht. Erst eine Exaktifizierung des Begriffes "dach-
férmig" durch Angebe von eindeutig feststellberen Eigenschaften (wie z.B.
~zrallele Seiten, gleichlange Seiten, Symmetrieeigenschaften) hatte ein-
destige Entscheidungen und korrekte Begrindungen ermdglicht.

Dz3 eine unexckte Argumenationsbasis, die mathematische Tatigkeiten steuert,
die Urseche ven Fehlern sein kann, kann &n Aufgabe 06 demonstriert werden:
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Ein falsches Kirzen von X.33% 2y x'+3 | snnte durch die unprizise (oder
2% -2 ‘

falsche 7) Regel "Man kann Zdhler und Nenner durch den gleichen Faktor

kiirzen" gerechtfertigt werden. (vielfach sind solche unprdzisen Regeln

die Ursachen fir Schiilerfehler.)

Diese Uberlequngen zeigen beispielhaft den engen Zusammenhang des (fur die
Mathematik charakteristischen) exakten Arbeitens mit dem Argumentieren

auf.

5. Aufgaben zum Argumentieren

Damit die Schiler lernen zu argumentieren und damit sie durch Argumentationen
ihr Verstandnis vertiefen oder zu _iberlegtem und exaktem Arbeiten gefihrt
werden, missen sie das Argumentieren Uben und mdglichst selbstandig
Argumentationen durchfithren. Dazu missen den Schiillem entsprechende Aufgaben
gestellt werden. Solche Aufgaben konnen gelegentlich vom Lehrer -
gegebenenfalls in einem Wechselgesprach mit der Klasse - geldst werden,

um Muster fir Losungen zu demonstrieren. Im allgemeinen scllten diese
Aufgaben jedoch von den Schillern in Einzel-, Partner- oder Gruppenarbeit
méglichst selbstdndig bearbeitet werden. Dabei ist wesentlich, daB Be-
griundungen, u.U. nach Diskussion, von den Schiilern schriftlich fixiert wer-
den.

Damit Argumentieren zu einem "echten" Lernziel wird, wie dies in den
Lehrplénen gefordert wird, ist notig, daB Argumentationsaufggben zuch bei
miindlichen und schriftlichen Leistungsfeststellungen gegeben werden,
wobei sie selbstverstandlich in &hnlicher Weise wie andere Arten ven
Aufgaben im Unterricht vorbereitet werden missen.

Die Entwicklung von Fihigkeiten im Argumentieren ist ein lancfristiges

Ziel. Entsprechende Aufgaben sollten in allen Schulstufen gestellt werden,

die Argumentationsbasis sollte dem jeweiligen allgemeinen kognitiven Niveau der
Schiiler angepaft werden. Im folgenden werden Aufgaben fiir verschiedene
Schulstufen, beginnend mit der 1. Klasse AHS oder Hauptschule, als
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Anregungen vorgestellt. Die jeweilige Argumentationsbasis ist in der
Aufgabenstellung angegeben oder ergibt sich aus der LOsung.

08 welche formel ist richtig, welche falsch?

(r-s)+t=r-(s+1t)
r-(s-1t)=(r-s)-1
(r-5s) -1t
Ist eine Formel richtig, so ist sie in einer Zeichnung zu

1}

r-(s+1t)

erkldren. Ist eine Formel falsch, so ist zu begrinden,
warum sie falsch ist.

09 Warum ist 3000:15>3000:167
Varigtion: a<b; begrinde: C:a>C:b
Lésungsmdglichkeiten: '
(1) Dieselbe Zahl, in mehr Teile geteilt, ergibt weniger.
(2) Die kleinere Zahl muB man Ofter multiplizieren als
die gréRere, um 3000 zu erhalten.
(3) C:a = x bedeutet a.x = C
C:b =y bedeutet b.y =C
a<b <> a.x<b.x ¢;\&l<bJ <>y < X

R

C C

19 Warum kenn men den Flicheninhalt eines Rechtecks mit den
Seitenlangen 8 cm und 5 ¢m durch die Rechnung 8 . 5 erhalten?
(Veriztion: Seitenléngen u,v)

11 A={5,6,7,8}, B = {xeN|xc8}
C=JxeN|d<x<9}

welche Beziehungen sind richtig, welche falsch:
rSB, B&A, Ac(C, C&A

Zegrunce!

12 Gib eine Formel an, die das "Verschieben des Kommas" beim
Dividieren von Dezimelzahlen rechtfertigt.
Lceung:  A:B = (10.A):(10.8) = (C.A):(C.B)
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Erkldre in einer Zeichnung, warum -% : 3= % ist.

a+2.b = ¢c; b=7?
a) Begrinde die Umformungen durch Umformungsregeln.
b) Veranschauliche die Umformungen in einer Zeichnung.

Losung:
a) a+2.b = ¢
]-—-A+B=C <> B = C-A
2.b = c-a C
Lo :J-—-A.B=C e A=
= T2
b) c -
: ; "1
' 3 ! b b
o c-a f
fge————————~
c-a
2

Leite aus der Formel fir den Flicheninhalt eines Dreiecks eine Formel
fur den Flacheninhalt des Trapezes her.

Lésung: A = a.h c¢.h (a+c).h

C
=2 Y7z T T - ‘-'
| ~
h Ih
| S\
' h
d
Z{//P C
A B

Erklire, wie man aus der Formel fir den Flicheninhalt eines Kreises
die Formel fir den Flicheninhalt eines Kreissektors (Zentriwinkel ¢ )

erhdlt.

Beweise:
Ist ABJIDC und ADJ BC,
dann ist A8 =DC und AD = BC

(Argumentationsbasis:
Satz Uber Parallelwinkel, Kongruenzsitze)
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Durch welche Rechenregeln konnen die folgenden Umformungen begrindet
werden:

Losung:
(r+6).(r+2) = '
}_--_- A.(B+C) = A.B+B.C
= (r+6).r + (r+6).2 = =
...... (A+B).C = A.C+B.C
= (r.r+6.r) + (r.2+46.2) = =
c————- A.A = A*, A.B =B.A, 6.2 =12
= (ri+6.r) + (2.r+12) =
------ A+(B+C) = (A+B)+C
= ((r?+6.r)+2.r) + 12 = =
------ (A+B)+C = A+(B+C)
= (r’4(6.r+2.r)) + 12 = =
...... A.C+B.C = (A+B).C
= (r?+(6+2).r) + 12 = =
------ 6+2 = 8
= (ri+8.r) + 12 = =
------ (A+B)+C = A+B+C
=r?+8.r+12 .-

a) Sei zeR. Wie ist |zl definiert?
t) Es gelte |z!=<7. In welchem Intervall muB dann z sein?
c) Beweise diese Antwort mit der in a)gegebenen Definition.

(Voraussetzung: Kenntnis der Winkelfunktionen im rechtwinkeligen Dreieck)

a) Driicke im nebenstehend gezeichneten Dreieck
a durch o, B, b aus.

b) Folgere zus dieser Formel eine Beziehung
zwischen a und b.

¢) 1st die Funktion f: X-a'% streng monoton steigend oder streng

monctcn fallend in RY? Begrinde die Antwort mit Hilfe der Defini-
tion der strengen Mcnotonie.

b) Beweise unter Verwendung der Definiticn des Grenzwertes einer Funk-
tion, d&d die Funktion f an der Stelle 2 stetig ist.

¢) Wie ist der Differentialquotient an einer Stelle p definiert?
Bestimme f'(2) aufgrund dieser Definition.
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22 Beweise, daB die Gleichung 27x - x3 = 60 nicht mehr als eine Ldsung
hat. 3
Losung: @ ,
f(x) = 27x - x3 :
£r(x) = 27 - 3x% = 3.(9-x%) l
f'(x) =0 <> x=3 v x=-3 :
T
f(3) = 58, f(-3) = -54 _ :
-3 C 4 3

Fir x<-3 ist f'(x)<0, also

f streng monoton fallend in J-coi-3].
Es gibt somit hdchstens ein

xg J-,3] mit f(x) = 60. ;

Fir -3<x<3 ist f'(x)>0,

also f streng monoton steigend in [-3;3].

Daher gilt fir alle xe [-3;3 : f(x)<f(3) = 54.
Es gibt kein x€[-3;3] , sodab f(x) = 60

Fir x>3 ist f'(x)<0, also f streng monoton fallend in [3;a0.
Daher gilt fir alle xe[3;00[: f(x)<f(3) = 54.
Es gibt kein xe [3;00[ , sodaB f(x) = 60.

23 Die Ableitung der Funktion f: [—3;3]e R ist durch f'(x) = (x+1).(x-2)2

gegeben.Der Graph von f enthdlt den Punkt (-2;6).

a) Zeichne den Graphen von f.

b) Berechne den grdRten und den kleinsten Wert von f und gib an, fur
welche xe [-3;3) die Beziehung f(x)=f(2) gilt.

c¢) Begriinde die Ergebnisse von b) durch das "Monotonieverhalten von f.

24 a) Einer Halbkugel mit dem Radius r = 6 ist ein Zylinder so einge-
schrieben, daB seine Grundfliche in der Ebene liegt, die die Halb-
kugel begrenzt. Wie lang missen Radius und Hohe des Zylinders sein,
damit sein Volumen moglichst grof wird?
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b) Skizziere den Graphen der Funktion, die bei dieser Aufgabe untersucht
wird. Begrinde ausfihrlich (unter Verwendung des Zwischenwertsatzes
und des Satzes von der Intervallmonotonie) die Vorgangsweise bei der
Berechnung der Maximumstelle dieser Funktion.
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